Existence et unicité des corps finis
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Théo. Soit p premier et n € N*. On note ¢ = p". Il existe un unique corps
a q €léments a isomorphisme prés. On le note IF,.

Démonstration. Posons P = X?— X € Z/pZ|X]. Soit K le corps de décom-
position de P sur Z/pZ. Posons

L={xeK Plx)=0}={recKz?=2} CK.

e Montrons que IL est un sous-corps de K.
» 1 € LL donc IL non vide.
» Six,y€lLavecy#0, alors

(wy™ ) =2ty ) = a(y) " =y

On a donc zy~! € LL.
» Sizel
> Sip=2et qg=2" alors

(—2)*" =2¥ =1 = —x car Car(K) =2
> Sinon
(—x)!=—2?= -z

» Siz,y €l alors

n—1

(@+y)?! = ((@+yP)
(2P + yiv)zf“1
= (x+y?

e Montrons que |L| = g et que L = K.

On a que P/ = ¢X9 1 — 1= —1 car p|q.

Ainsi, on a P A P’ =1 et donc les racines sont simples.

Or deg(P) = ¢ donc |L| = q.

On sait que Car(K) = p donc par définition du sous-corps premier
Z/pZ C L. Ainsi, L est un sous corps de K contenant les racines de P
et Z/pZ. Ainsi, par définition du corps de décomposition, L = K.

Montrons maintenant 1'unicité.
Soit I/ un corps de cardinal q.
On sait que Car(LL’) = p, on a donc Z/pZ C L'. De plus, |[L”*| =¢—1
donc pour tout x € L™, 297! = 1 ie 29 = 2. Ainsi, les éléments de L’
sont des racines de P € Z/pZ[X]. Par unicité du corps de décomposi-
tion, L' = K.

]

Théo. Soit p premier et n € N*. On note ¢ = p". Alors I, est isomorphe a
F,[X]/(7) ot 7 est un polyndme irréductible quelconque de degré n sur F,,.

Démonstration. On note H = {P € F,[X], P irréductible de degré n}.
e Montrons qu’il existe 7 € H tel que F, =F,[X]/(7).

On sait que F} est cyclique.

Soit £ un générateur de Fy;. On a donc que F, = {0,1,¢, L, £

On aF, C F,[¢] = {P(&),P € F,[X]} et on a £ € F, donc, pour tout
PeF,X]|,P¢) €F, (car F, C F, et F, est un anneau).

Ainsi, F, = F,[¢] = F(§) car & est algébrique sur IF,).

Soit II le polynéme minimal de £. On a donc que F,(§) est le corps de
rupture de II sur F,.

Par unicité des corps de rupture, F, = F,(§) ~ F,[X]/(7).

Or, on a deg(m) = [F, : F,] = n.

Montrons que, pour tout P € H, F, ~ F,[X]/().

Soit 7 un polynéme irréductible de degré n sur F,[X]. On sait que
F,[X]/(m) est le corps de rupture de 7 sur F,. On a donc

B X1/ ()] = [y X1/ ) — psts)
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On conclut par le théoreme.
m

Corollaire. Si m € F,[X] @rréductible de degré n € N*, alors 7 est scindé
sur Fpn.

Démonstration. Si m(X) # X (Ok sin > 2).

Soit D le corps de décomposition de 7 sur F,. Soit § € DD une racine de 7.
On a que # est un élément non nul de F,(6) (car si § = 0, alors on peut
factoriser m par X ce qui est absurde car 7 est irréductible).

Or F,(0) est le corps de rupture de 7 sur F,,.

Par unicité des corps de rupture,

Fp(0) = Fp[X]/(m) = Fpn.

Ainsi, pour tout # € Fj., 0#"~' = 1. Or, quitte a4 multiplier par une
constante non nulle, 7 est le polynéme minimal de 6 sur FF,,.

On a donc 7(X)|X?" ! —1 sur F,[X] donc 7(X)|X?" — X sur F,[X] (méme
si m(X) = X).

Or, on a montré que Fyn est le corps de décomposition de X?* — X. On a
que X?" — X est scindé sur F,« et donc 7 est scindé sur Fn. O
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